Para mejorar el
discurso matematico

14.1 DEFINICIONES

‘A la pregunta: ““;Era Lincoln un hombre educado?” no se le puede dar una respuesta adecuada a menos que se esté
‘de acuerdo con el significado de la frase “un hombre educado™. No es posible la existencia de comprension y por ende
‘25 imposible progresar en alguna discusion o en la resolucion de algun problema a menos que los términos involucrados
‘2stén adecuadamente definides o que, por acuerdo, permanezcan sin definir.

14.1A  Requisitos para una buena definicién

ncirio 1:  Todos los términos en una definicion deberan estar definidos previamente (o que sean aquellos que, por
erdo, se dejen indefinidos).

Asf, si se va a definir un poligono regular como un poligono equilatero y equiangular, es riecesario que hayan sido
sreviamente definidos los términos poligono, equiangular y equilateral.

ciplo 2: £l término que se esté definiendo debera colocarse dentro de la clase, conjunto o categoria inmediata-
nte mds grande a la que pertenezca.

En consecuencia, los términos: poligono, cuadrilatero, paralelogramo y rectangulo deben ser definidos en ese or-
en. Una vez que el término poligono esta definido, se define en seguida al término cuadrilatero como una especie de
sfigono. Un paralelogramo se define como una especie de cuadrildtero, hasta que finalmente, el término rectangulo
define como un tipo de paralelogramo.

Se puede entender cual es la secuencia adecuada en una definicién mediante el uso de un circulo para representar
Z cﬂmu nto de objetos. En la figura 14-1, el conjunto de recténgulos esta contenido dentro del conjunto inmediatamente
2s grande de los paralelogramos. A su vez, el conjunto de los paralelogramos esta contenido en el conjunto inmediata-

te mas grande de los cuadrilateros y asi sucesivamente hasta que, al fin, el de los cuadrildteros esté contenido
m el conjunto inmediatamente mayor de los poligonos.

Poligonos

o I
Cuadrilateros
e
Paralelogramos

Rectangulos

N

Fig. 14-1
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Principio 3: El término que se estd definiendo deberd distinguirse entre todos los demds miembros de su clase.
Por lo tanto, la definicion de un triangule como un poligone de tres lados es una buena definicion porque muestra
como un triangulo se distingue de todos los demas poligonos.

PriNcIPiO 4:  Las caracterisiicas distintivas de un término que se estd definiendo deberdn ser las menos posibles.
De esta manera, un tridngulo rectangulo deberd definirse como un triangulo con un angulo recto y no como un
triangulo con un angulo recto y dos angulos agudos adicionales.

PROBLEMAS RESUELTOS

14.1 SECUENCIA ADECUADA EN UNA DEFINICION
¢En gué orden deben definirse los términos de los conjuntos siguientes?: (a) inglés, europeo, londinense;
(b) cuadrilatero, cuadrado, rectangulo, paralelogramo.
Respuestas

(a) Europeo, inglés, londinense.

(b)  Cuadrilatero, paralelogramo, rectangulo, cuadrado.

14.2 CoRRECCION DE DEFINICIONES DEFECTUOSAS
Corregir la siguiente definicidn: un trapezoide es un cuadrilatero con dos lados paralelos.

Solucion

Esta definicion es incompleta. La definicién correcta es **un trapezoide es un cuadrilatero con solo dos lados para-
lelos”. Asi, esta definicidn distingue un trapezoide de un paralelogramo.

14.2 RAZONAMIENTO DEDUCTIVO EN GEOMETRIA
Los tipos de términos y proposiciones que se discuten en esta seccion comprenden a la estructura deductiva en geome-
tria; éstos pueden observarse en la figura 14-2.

Teoremas
(Proposiciones demostradas)

\ Hlpétes|s Términos definidos / /
(axiomas y

postulados) Términos indefinidos/

ESTRUCTURA DEDUCTIVA DE LA GEOMETRIA
Fig. 14-2

14.2A Términos definidos y no definidos

Punto, linea y superficie son los términos en geometria que por acuerdo no estan definidos. Estos términos no definidos
son el comienzo del proceso de definicion en geometria y se encuentran contenidos de manera implicita en las definicio-
nes de todos los demas términos geomeétricos.
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Es asi como es posible definir a un triangulo en términos de un poligono, a un poligono en términes de una figura
geométrica y a ésta en términos de segmentos o partes de lineas. Sin embargo, este proceso de definicion no puede
continuarse todavia mas, ya que el término linea no esta definido.

14.2B Hipdtesis

Los postulados y los axiomas son las proposiciones en geometria que no se demuestran. Se llaman hipotesis porque
se aceptan como verdaderas. Estas hipotesis nos permiten comenzar con el proceso de demostracion, de la misma
forma que los términos indefinibles (no definidos) permiten el acceso al proceso de definicion.

Asi, cuando se dibuja un segmento de linea entre dos puntos, se justifica esto usando como argumento el postulado
“‘dos puntos determinan una y sélo una linea recta™. Este argumento es una hipétesis, dado que se supone cierto sin
requerir de justificaciones ulteriores.

14.2C Teoremas

Los teoremas son las proposiciones que son demostradas en geometria. Al utilizar definiciones e hipotesis como argu-
mentos, se deducen o demuestran teoremas que son basicos. Al usar teoremas para demostrar otros teoremas se enri-
quece el proceso de deduccidén. Sin embargo, si un teorema nuevo se utiliza para demostrar otro previo, se viola la
secuencia logica del discurso matematico.

Por ejemplo, el teorema “'la suma de las medidas de los angulos de un tridngulo es de 180°”, se usa para demos-
trar el teorema '‘la suma de las medidas de los angulos de un pentagono es de 540°". Este, a su vez, nos permite
demostrar que “cada angulo en un pentagono regular mide 108°". Sin embargo, se violaria la secuencia logica si se
intentara usar este ultimo teorema para demostrar cualquiera de los dos primeros.

14.3 EL CONVERSO, EL INVERSO Y EL CONTRAPOSITIVO DE UNA PROPOSICION

DerinicioN 1: el converso de una proposicidn es otra proposicion que se forma intercambiando la hipétesis y la con-
clusion de la primera.

El converso de la proposicion “los leones son animales salvajes” es “los animales salvajes son leones™. Nétese
que el converso no es necesariamente cierto.

DErFINICION 2: e negativo de la proposicion es la negacion de la misma.
El negativo de la proposicion “un ladron es un criminal” es “un ladrén no es un criminal ™.

DerniCiON 3: el inverso de una proposicién se forma mediante [a negacion tanto de la hipdtesis como de la con-
clusion.

El inverso de la proposicion “un ladrén es un criminal” es “‘quien no es ladrén no es un criminal”. Notese que
el inverso no necesariamente es verdadero.

DEFINICIONd: /2 contrapositiva de una proposicion se forma intercambiando el negativo de una hipdtesis con el nega-
tivo de la conclusidn. Por lo tanto, la contrapositiva es el converso de la inversa y también la inversa del converso.

De esta manera, |a contrapositiva de la proposicion “'si usted vive en la ciudad de Nueva York, entonces vive en
ol estado de Nueva York” es ‘'si usted no vive en el estado de Nueva York, entonces no vive en la ciudad de Nueva
York''. Nétese que ambas proposiciones son ciertas.

14.3A  Principios sobre el converso, el inverso y la contrapositiva

PRINGIPIO 1@ Lna proposicion se considera falsa ai existe por lo menos un gjemplo falso de la misma.
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Principio 2: el converso de una definicion es verdadero.

La definicidn “un cuadrilatero es un poligono de cuatro lados” y su converso ‘un poligone de cuatro lados es un
cuadrilatero’” son ciertos.

PrINCIPIO 31 el converso de una proposicion verdadera, con excepcion del de una definicion, no es necesariamente
verdadero.

La proposicion “los angulos rectos son congruentes” es verdadera, pero su converso, “los angulos congruentes
son rectos”, no o es necesariamente.

PRINCIPIO 4; el inverso de una proposicion verdadera no es necesariamente verdadero.

La proposicion "“un cuadrado es un cuadrilatero’ es verdadera, pero su inversa “"algo no cuadrado no es un cuadri-
latero”’, no es necesariamente cierta.

PRINCIPIO 5:  la contrapositiva de una proposicion verdadera, es verdadera. La contrapositiva de una proposicion fal-
sa, es falsa.

La proposicién “un triangulo s un cuadrado’ es evidentemente falsa, ¥ sU contrapositiva “'algoe no cuadrado no
s un triangulo’, también es falsa.

La proposicién “los angulos rectos son congruentes” es cierta: también o es su contrapositiva ““los dangulos gue
no son congruentes no son angulos rectos™

14.3B  Proposiciones légicamente equivalentes

Las proposiciones I6gicamente equivalentes son parejas de proposiciones relacionadas, donde ambas son o verdade-
ras o falsas. De acuerdo con el principio 5, uha proposicién y su contrapositiva son proposiciones logicamente equiva-
lentes. También lo son el converso y el inverso de una proposicion, ya que cada una es la contrapositiva de la otra.

Las relaciones entre una proposicidn y su inverse, su converso Yy su contrapositiva se resumen en el rectangulo
de equivalencia légica de la figura 14-3:

Proposicion Inverse

Converso Contrapositivo

Rectangulo de equivalencia l6gica
Fig. 14-3
1. Las proposiciones ldgicamente equivalentes estan en los vértices diagonalmente opuestos. Las proposiciones logi-
camente equivalentes por parejas son: (a) la proposicién y su contrapositiva, y (b) el inverso y el converso de la
misma proposicion.
2. Las proposiciones que no son l6gicamente equivalentes estan en los vértices adyacentes. L.s parejas de proposi-
ciones que no son ldgicamente equivalentes son: (a) una proposicién y su inversa, (b) una proposicidn y su conver-

s0, (c) el converso y la contrapositiva de la misma proposicion, y (d) lainversa y la contrapositiva de la misma propo-
sicion.

PROBLEMAS RESUELTOS

14.3 EL CONVERSO DE UNA PROPOSICION
Establezca el converso de cada una de las proposiciones siguientes e indigue si es o no verdadera.

(a) Los angulos suplementarios son aquellos donde la suma de sus medidas es igual a 180°.
(b)  Un cuadrado es un paralelogramo con un angulo recto.

(¢)  Un poligono regular es un poligono equilateral y equiangular.
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Soluciones
(a) Dos angulos donde la suma de sus medidas es 180° son suplementarios. (Verdadero)
(b)  Un paralelogramo con un angulo recto es un cuadrado. (Falsa)

(¢)  Un poligono equilateral y equiangular es un poligono regular. (Verdadero)

14.4 LA NEGATIVA DE UNA PROPOSICION
Determine la negativa de: (&) a = b; (b) m{_B # m{_C; (¢) L_C es el complemento de [_D; (d) “'el punto no esta
en la linea”.

Soluciones
@ a#b (¢} [ _C noesel complementode/ D
() mLB=mLC (d) El punto esté en la linea

14.5 LA INVERSA DE UNA PROPOSICION
Determine la inversa de cada una de las siguientes proposiciones e indigue si son 0 no ciertas.

(a) Una persona nacida en los Estados Unidos de América es un ciudadano de los Estados Unidos de Ame-
rica.

() Un escultor es una persona con talento.
(¢)  Un tridangulo es un poligono.
Soluciones

(a) Una persona no nacida en los Estados Unidos de Ameérica no es ciudadana de los Estados Unidos de
América. (Falso, ya que existen los ciudadanos naturalizados)

(b)  Una persona que no sea un escultor no tiene talento. (Falso, ya que puede ser un excelente mdsico, etc.)

(¢)  Una figura que no sea un tridngulo no es un poligono. (Falso, ya que la figura puede ser un cuadrilatero,
ete.)

14.6 CONSTRUCCION DEL CONVERSO, LA INVERSA Y LA CONTRAPOSITIVA

Determine el converso, la inversa y la contrapositiva de la proposicion *““un cuadrado es un rectangulo™. Determine
la veracidad o la falsedad de cada una de ellas, y constate la equivalencia l6gica entre la proposicién y su contrapositiva,
y entre el converso y la inversa.

Soluciones

Proposicion: un cuadrado es un rectangulo. (Verdadero)

Converso: un rectangulo es un cuadrado. (Falso)

Inversa: una figura que no es un cuadrado no es un rectangulo. (Falso)
Contrapositiva: una figura que no es un rectangulo no es un cuadrado. (Verdadero)
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14.4 CONVERSO PARCIAL E INVERSA PARCIAL DE UN TEOREMA

El converso parcial de un teorema se forma mediante el intercambio de cualquier condicion en la hipétesis con alguna
consecuencia en la conclusién.

Lainversa parcial de un teorema se forma mediante la negacion de cualquier condicidn en la hipétesis y una conse-
cuencia en la conclusion.

Asi, del teorema *'si una recta bisecta al angulo distinto de un triangulo isésceles, entonces es una altura a la ba-
se”, se pueden formar una inversa parcial 0 un converso parcial, como se muestra en la figura 14-4,

En la formacion de un inverso o converso parcial, |a figura basica, tal como el triangulo de la figura 14-4, se mantie-
ne intacta y no se intercambia ni se niega.

(@) Teorema (b} Converso parcial (c) Inverso parcial
A A A
B
D

B D g B D C c
Dado: AABC Dado: AABC Dado: AABC

(1) AB = AC (2) AD bisecta al L A (1) AB £ AC

(&) AD bisectaal / A (8 AD es la altura a BC (2) AD bisecta al LA
Demuéstrese: (3) AD es la altura Demuéstrese: (1) AB = AC Demuéstrese: (3') AD no es

aBC la altura a BC
Fig. 14-4

En la figura 14-4(b), el converso parcial se forma mediante el intercambio entre las proposiciones (1) y (3). Formula-
do en palabras, el converso parcial dice: “'si el bisector de un &ngulo de un triangulo es una altura, entonces el tridngulo
es isésceles’. Otro converso parcial se puede construir intercambiando (2) y (3).

En ia figura 14-4 (c), se forma |a inversa parcial intercambiando las proposiciones (7) v (3) por sus negativos, (1)
y (3'). Formulado en palabras el inverso parcial dice: ‘si dos lados de un triangulo no son congruentes, entonces la
linea que bisecta a su angulo incluido no es una altura al tercer lado’, Otro inverso parcial puede construirse al negar

@y @)

PROBLEMAS RESUELTOS

14.7 ConsTRUCCION DE CONVERSOS PARCIALES CON LAS INVERSAS PARCIALES DE UN TEOREMA
Construya: (a) los conversos parciales y (b) los inversos parciales de la proposicidn “angules suplementa-
rios iguales son angulos rectos”,
Soluciones

(a) Conversos parciales: (1) angulos rectos congruentes son suplementarios.

(2) angulos rectos suplementarios son congruentes.

(b) Inversas parciales: (1) &nguios congruentes que no son complementarios no son angulos rectos.

(2) angulos suplementarios que no son congruentes no son angulos rectos.
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14.5 CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

En logica ¥ en geometria, 2 menudo es importante determinar si las condiciones en la hipdtesis de una proposicidn
son necesarias y suficientes para justificar la conclusién. Esto se hace constatando la veracidad o falsedad de la propo-
sicion y su converso, seguido de la aplicacion de los siguientes principios:

PrINCIPIO 1:  8F una proposicion y su converso son ambos verdaderos, entonces las condiciones en la hipdtesis de
la proposicion son necesarias y suficientes para que ocurra la conclusidn.

Por ejemplo, la proposicidn “'si los angulos son angulos rectos, entonces son congruentes y suplementarios’, es
verdadera, y su converso; “'si los angulos son suplementarios y congruentes, entonces son angulos rectos’, también
es verdadera. Por lo tanto, el hecho de ser angulos rectos es condicidn necesaria y suficiente para gue sean congruen-
tes y suplementarios.

PrRINCIPIO2: s/ una proposicion es verdadera y su converso es falso, entonces las condiciones de la hipotesis son su-
ficientes pero no necesarias para que ocurra la conclusion de la proposicidn.

La proposicidn ‘'si los angulos son rectos, entonces son congruentes’ es cierta, y su converso “'si los angulos son
congruentes, entonces son angulos rectos’’, es falsa. Por lo tanto, la condicidn de que los angulos sean rectos es sufi-
ciente para que ocurra la congruencia, pero no necesaria. Esto es, no es necesario que los angulos sean rectos para
que sean congruentes.

PRINCIPIO 3: 7 una proposicion es falsa pero su converso es verdadero, entonces las condiciones de fa hipdtesis son
necesarias pero no suficientes para que ocurra la conclusion.

La proposicion ‘'si los angulos sen suplementarios, entonces son angulos rectos” es falsa; su converso “si los an-
gulos son rectos, entonces son suplementarios” es verdadera. Por lo tanto, los angulos necesitan ser suplemantarios
para ser rectos, pero el hecho de gue sean suplementarios no es suficiente para gue sean rectos.

PRINCIPIO 4:  si una proposicion y su converso son ambas falsas entonces las condiciones en la hipdtesis no son ni
necesarias ni suficientes para su conclusion.

La proposicién “si los angulos son suplementarios, entonces son congruentes™ es falsa; su converso ‘'si los angu-
los son congruentes, entonces son suplementarios’, también es falsa. Por lo tanto, el hecho de que sean suplementa-
rios no es necesario ni suficiente para que los dngulos sean congruentes,

Estos principios se resumen en la tabla siguiente.

Cuando las condiciones en la hipotesis de una proposicién
son necesarias y suficientes para justificar la conclusion

Principio Proposicion Converso Suficiente Necesaria
1 Verdadera Verdadera Si Si
2 Verdadera Falsa Si No
3 Falsa Verdadera No Si
4 Falsa Falsa No No

PROBLEMAS RESUELTOS

14.8 DETERMINACION DE LAS CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES
Para cada una de las siguientes proposiciones determine si las condiciones en la hipdtesis son necesarias y sufi-
cientes para justificar la conclusion.
(a) Un poligono regular es equiangular y equilateral.
() Un poligono equiangular es regular.

{c) Un poligono regular es equilateral.

(d) Un poligono equilateral es equiangular.




288

GEOMETRIA PLANA 14

Soluciones
(a) Dado que la proposicion y su converso son ciertas, las condiciones son necesarias y suficientes.

(b) Dado que la proposicion es falsa y su converso es verdadero, las condiciones son necesarias pero no
suficientes.

(¢) Dado que la proposicion es verdadera y su converso es falso, las condiciones son suficientes pero no ne-
cesarias.

(d) Dado que tanto la proposicién como su converso son falsos, las condiciones no son ni necesarias ni sufi-
cientes.

Problemas complementarios

Determine el orden en el que deben ser definidos cada uno de los elementos de los conjuntos
siguientes: (14.1)

(a) Joyas, anillo de bodas, ornamento, anilio.
(b)  Automovil, vehiculo, automovil comercial, camidn.
(¢)  Cuadrilatero, rombo, poligono, paralelogramo.

(d)  Tridngulo obtuso, dngulo obtuso, angulo, triangulo isésceles obtuso.

Corregir cada una de las siguientes definiciones: (14.2)
(@)  Un poligono regular es un poligono equilateral.

(b)  Un triangulo isdsceles es un tridngulo que tiene por lo menos dos lados y dos dangulos congruentes.

(€) Un pentagono es una figura geométrica con cinco lados.

(d) Un rectangulo es un paralelogramo cuyos angulos son rectos.

(e) Un angulo inscrito es uno formado por dos cuerdas

(f)  Un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son congruentes y paralelos.

(@) Un angulo obtuso es un angulo mayor gue un angulo recto.

Determine el negativo de cada una de las siguientes proposiciones: (14.4)
@ x+2=4 {d) Su calificacion es mayor que 65
() 3y + 15 {e) José pesa mas que Ricardo.

(c) Ellate ama. (f) a+b#%c
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Determine la inversa de cada una de las siguientes proposiciones e indique si es 0 no verdadera. (14.5)
(8) Un cuadrado tiene diagonales congruentes.

(b)  Un triangulo equiangular es equilatero.

() Un soltero es una persona no casada.

(d) El cero no es un numero positivo.

Determine el converso, la inversa y la contrapositiva de cada una de las siguientes proposiciones. Indigue si son
verdaderas o falsas, y verifique la equivalencia ldgica de la proposicién y su contrapositiva al igual gue la del conver-
so y la inversa. {14.8)
(@) Sidos lados de un triangulo son congruentes, los angulos opuestos a esos lados son congruentes.

(b)  Triangulos congruentes son triangulos similares.

(¢) Sise intersectan dos lineas, entonces no son paralelas.

(d) Un senador de los Estados Unidos es un miembro del Congreso.

Construya conversos parciales e inversas parciales para cada uno de los teoremas detallados en la figura

14-5, (14.7)
B C
(a) Dado: Cuadrilatero ABCD
(1) BC = AD
(@) BC Il AD__

Demuéstrese: (3) AB = CD

(b) Dado: AABC, AABC

(1) AB=AB B
ey AN
(3 BC=BC A

Demuéstrese: (4) AC = A'C B ol
A A

Fig. 14-5

Para cada una de las siguientes proposicicnes defermine si las condiciones en la hipotesis son necesarias o sufi-
cientes para justificar la conclusion. (14.8)

(a) Los senadores de los -Estados Unidos son miembros electos del Congreso. dos por"'cada estado.
(b) Los miembros electos del Congreso son senadores de los Estados Unidos.

(c) Las personas electas son oficiales del gobierno.

(d)  Si una mujer vive en la ciudad de Nueva York, entonces vive en el estado de Nueva York.

()  Un soltero es un hombre no casado.

( Un soltero es una persona no casada.

(@) Un cuadrilatero con dos parejas de lados congruentes es un paralelogramo.



